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Obsah prednasky

Sekce 5: Definujeme Mébiovu funkci a dokazeme Mébiovu
formuli. Ukazeme si nékteré aplikace, napriklad se
naucime pomoci Mdébiovy inverzni fromule pocitat
cyklotomické polynomy.
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Mébiova funkce je zobrazeni p: N — {—1,0,1} definované predpisem

1 pokud n =1,
w(n) := { (—1)¥ pokud n je souéin k riiznych prvoéisel,
0 pokud p? | n pro néjaké prvocislo p.
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Mébiova funkce je zobrazeni p: N — {—1,0,1} definované predpisem

1 pokud n =1,
w(n) := { (—1)¥ pokud n je souéin k riiznych prvoéisel,
0 pokud p? | n pro néjaké prvocislo p.

Pro libovolné 1 < n € N plati rovnost
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Mébiova funkce je zobrazeni p: N — {—1,0,1} definované predpisem

1 pokud n =1,
w(n) := { (—1)¥ pokud n je souéin k riiznych prvoéisel,
0 pokud p? | n pro néjaké prvocislo p.

Lemma (5.1)

Pro libovolné 1 < n € N plati rovnost

> u(d) = o.

din
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Mébiova funkce je zobrazeni p: N — {—1,0,1} definované predpisem

1 pokud n =1,
w(n) := { (—1)¥ pokud n je souéin k riiznych prvoéisel,
0 pokud p? | n pro néjaké prvocislo p.

Lemma (5.1)

Pro libovolné 1 < n € N plati rovnost

> u(d) = o.

din

Diikaz.

@ Bud n= pfl . p;‘Z - pg" rozklad na prvocinitele.

O
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Mébiova funkce je zobrazeni p: N — {—1,0,1} definované predpisem

1 pokud n =1,
w(n) := { (—1)¥ pokud n je souéin k riiznych prvoéisel,
0 pokud p? | n pro néjaké prvocislo p.

Lemma (5.1)

Pro libovolné 1 < n € N plati rovnost
> w(d) =o.

din

*] Bud'n:pfl-pgz»-

S u(d) = m(@) + D wlp) + D wlpipy)

d|n i i<j

:17<:)+<;>7"'”*1)"(:):(171)":0.

- pn rozklad na prvocinitele.

@ Potom

O
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biova in

Véta (5.2 - Mdbiova inverzni formule)

Necht G = (G, +) je Abelova grupa a H, h: N — G dvojice zobrazeni.
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biova in

Véta (5.2 - Mdbiova inverzni formule)

Necht G = (G, +) je Abelova grupa a H, h: N — G dvojice zobrazeni. Potom

H(n) = > h(d), pro viechna n € N
d|n
pravé kdyz
n n
h(n) = w(d)H (*) = © (*) H(d), pro vsechna n € N.
)=
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biova in ni formule

Véta (5.2 - Mdbiova inverzni formule)

Necht G = (G, +) je Abelova grupa a H, h: N — G dvojice zobrazeni. Potom

H(n) = h(d),

pro vsechna n € N
d|n

pravé kdyz

pro vsechna n € N.

ot
(=)

o
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biova in ni formule

Véta (5.2 - Mdbiova inverzni formule)

Necht G = (G, +) je Abelova grupa a H, h: N — G dvojice zobrazeni. Potom

H(n) = h(d),
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d|n

pravé kdyz

pro vsechna n € N.

ot
(=)

%Md)»H(f)

d
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Véta (5.2 - Mdbiova inverzni formule)

Necht G = (G, +) je Abelova grupa a H, h: N — G dvojice zobrazeni. Potom

H(n) = h(d),

pro vsechna n € N
d|n

pravé kdyz

pro vsechna n € N.

ot
(=)

Zw)»H(S) =S ) S | = 03T ) - e = 33T wld) - A©)
d|n dln lal

clf dlnc| 2

n
d cln d| 2
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Véta (5.2 - Mdbiova inverzni formule)

Necht G = (G, +) je Abelova grupa a H, h: N — G dvojice zobrazeni. Potom

H(n) = Z h(d), pro vsechna n € N
d|n
pravé kdyz
n n
h(n) = dH (- ) = — ) H(d), sech N.
(n) dZu() (d) ZH(d) (d) pro vsechna n €
|n d|n

. o
(=)

Sutd)H(5) =3 (u(d>~2h(c>> =37 5T w(d) A = 305 () - h(e)
d|n

d|nc|% cln d|g

O

ot
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Véta (5.2 - Mdbiova inverzni formule)

Necht G = (G, +) je Abelova grupa a H, h: N — G dvojice zobrazeni. Potom

H(n) = Z h(d), pro vsechna n € N
d|n

pravé kdyz

h(n) = 3 u(d)H (g) =S u (g) H(d),  pro viechna n € N.

-

(=)

Sutd)H(5) =3 (u(d>~2h(c>> =37 5T w(d) A = 305 () - h(e)
d|n

d|n clg dincl§ clnd| 2
SN D u(d))
clnd| & arz

O
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Véta (5.2 - Mdbiova inverzni formule)

Necht G = (G, +) je Abelova grupa a H, h: N — G dvojice zobrazeni. Potom

H(n) = Z h(d), pro vsechna n € N
d|n

pravé kdyz

h(n) = 3 u(d)H (g) =S u (g) H(d),  pro viechna n € N.

-

(=)

Sutd)H(5) =3 (u(d>~2h(c>> =37 5T w(d) A = 305 () - h(e)
d|n

d|n clg dincl§ clnd| 2
SN D u(d)) — i)
clnd| & arz

O
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biova in

Véta (5.2 - Mdbiova inverzni formule)

Necht G = (G, +) je Abelova grupa a H, h: N — G dvojice zobrazeni. Potom

H(n) = Z h(d), pro vsechna n € N
d|n
pravé kdyz
n n
h(n) = u(d)H (—) = m (—) H(d), pro vsechna n € N.

(«)
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biova in

Véta (5.2 - Mdbiova inverzni formule)
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h(n) = 37 u(d)H (g) =S u (g) H(d),  pro viechna n € N.

(«)

Koneéna télesa Mébiova inverzni formule



Mobiova inv

Véta (5.2 - Mdbiova inverzni formule)
Necht G = (G, +) je Abelova grupa a H, h: N — G dvojice zobrazeni. Potom

H(n) = h(d),

d|n

pro vsechna n € N

pro vsechna n € N.

pravé kdyz
o) = S et (5) =32 u (5) o,
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Mobiova inv

Véta (5.2 - Mdbiova inverzni formule)
Necht G = (G, +) je Abelova grupa a H, h: N — G dvojice zobrazeni. Potom

H(n) = h(d),

d|n

pro vsechna n € N

pro vsechna n € N.

pravé kdyz
o) = S et (5) =32 u (5) o,
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Véta (5.2 - Mobiova inverzni formule (multiplikativni znaceni))

Necht G = (G, -) je Abelova grupa a H,h: N — G dvojice
zobrazeni. Potom

H(n) = H h(d), pro vsechna n € N
d|
pravé kdyz

n #(d) n =
h(n) = ‘lj—II H (8) = gl[ H(d)“(d)7 pro vsechna n € N.
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Aplikace 1 - soucin monickych ireducibilnich polynomi

Oznacme /4 ,(x) soucin vsech monickych ireducibilnich poynomii
stupné n nad télesem Fy.
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Aplikace 1 - soucin monickych ireducibilnich polynomi

Znaceni

Oznacme /4 ,(x) soucin vsech monickych ireducibilnich poynomii
stupné n nad télesem Fy.

Plati, ze

x9" —x = H l4.4(x).
d|n
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Aplikace 1 - soucin monickych ireducibilnich polynomi

Znaceni

Oznacme /4 ,(x) soucin vsech monickych ireducibilnich poynomii
stupné n nad télesem Fy.

Plati, ze

x9" —x = H l4.4(x).
d|n
Pouzitim Mobiovy inverzni formule dostaneme, ze

La.n(x) = [T (x7" — x)(a).
d|n
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Aplikace 2 - pocet monickych ireducibilnich polynomii

Oznacme i, , pocet monickych ireducibilnich poynomt stupné n
nad télesem F,.
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Aplikace 2 - pocet monickych ireducibilnich polynomii

Znaceni

Oznacme i, , pocet monickych ireducibilnich poynomt stupné n
nad télesem F,.

Plati, ze

qn:Zd'iq,d

d|n
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Aplikace 2 - pocet monickych ireducibilnich polynomii

Znaceni

Oznacme i, , pocet monickych ireducibilnich poynomt stupné n
nad télesem F,.

Plati, ze

qn:Zd'iq,d

d|n

Pouzitim Mobiovy inverzni formule na zobrazeni H(n) = q" a
h(n) = n-ign a vydélenim n dostaneme, ze

, 1 n\ 4
’q,n-;ZM(H)q )
d|n
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Priklad

Soucin vsech monickych ireducibilnich polynomi stupné 6 nad
télesem FF3 je

6(x) = (% =)D (¥ = X)) (¥ —x)H (¢ — )

)03 -x) (TR -1) 629 4
T 0T —x) | (- -1)
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Priklad

Soucin vsech monickych ireducibilnich polynomi stupné 6 nad

télesem FF3 je
l.6(x) = (x36 _ X)u(l)(x3z _ X)u(3)(x33 x)H@) (x3 — x)16)

(=) —x) (X -1)(x®-1)

B R I Vol VI

=X

Priklad
Pocet vsech monickych ireducibilnich polynomi stupné 6 nad

télesem F3 je

<
N
\
o
( |

36 = = (1(1)-3° + u(2) - 3 + u(3) - 3% + u(6) - 3)

@\r—‘oﬂ»—l

(3°—3%-3%+3) =116.
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Aplikace 3 - vypocet cyklotomickych polynomi

Uvazujeme polynomy nad konecnym télesem . Pro prirozené cislo
n nesoudélné s g budeme poéitat n-ty cyklotomicky polynom Q..
Vyjdeme ze vztahu

x"—1= H Qu(x).
d|n
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Aplikace 3 - vypocet cyklotomickych polynomi

Uvazujeme polynomy nad konecnym télesem . Pro prirozené cislo
n nesoudélné s g budeme poéitat n-ty cyklotomicky polynom Q..
Vyjdeme ze vztahu

x"—1= H Qu(x).
d|n

Polozime H(n) = x" — 1, h(n) = Qn(x) a aplikujeme Mdobiovu
inverzni formuli. Dostaneme

Qn(x) = H(Xg _ 1)u(d).
d|n
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Priklad

12

Q2(x) = H(XT _ l)u(d) = (x12 - 1)“(1)(x6 _ 1)#(2)
d|12
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Priklad

12

Q2(x) = H(XT _ l)u(d) = (x12 - 1)“(1)(x6 _ 1)#(2)
d|12

(X4 _ 1)#(3)()(3 _ 1)u(4)(x2 _ 1)#(6)(X1 _ 1)u(12)
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Priklad

12

Q2(x) = H(XT _ l)u(d) = (x12 - 1)“(1)(x6 _ 1)#(2)
d|12

(X4 _ 1)#(3)()(3 _ 1)u(4)(x2 _ 1)/4(6)(X1 _ 1)u(12)
— (X12 _ 1)1(X6 _ 1)—1(X4 _ 1)—1(X3 _ 1)0(X2 _ 1)1(X1 _ 1)0

(-3 -1)  x5+1

4 2
= = =x" — 1.
- -1) 241~ ©7
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